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Большинство плоских шарнирно-рычажных механизмов, применяемых 
в технике, составляются из нескольких двухзвенных структурных групп 
(групп Ассуpа) второго класса. Кинематическое исследование механизма не-
обходимо для определения габаритов механизма при проектировании его 
конструкции, для учета действующих на звенья сил инерции при проведении 
силового расчета механизма, для динамического анализа механизма в соста-
ве машины. 
Методические указания включают в себя: задачи кинематического ис-
следования; объем исходных данных для проведения его проведения; при-
меняемые методы, этапы и последовательность кинематического исследова-
ния плоских шарнирно-рычажных механизмов второго класса. Приведены 
теоремы теоретической механики, на основании которых составляются век-
торные уравнения для определения скоростей и ускорений в точке внутрен-
ней кинематической пары структурной группы второго класса. 
Подробно рассмотрен графоаналитический метод кинематического ис-
следования плоских рычажных механизмов, в том числе системы векторных 
уравнений для скоростей и ускорений для каждого из пяти видов структур-
ных групп второго класса. 
Рассмотрен пример кинематического исследования плоского рычажно-
го механизма. Представленный список литературы позволяет изучать дан-
ный вопрос в необходимом объеме. 
1. Задачи кинематического исследования. Исходные данные 
Кинематическое исследование производится с целью определения: 
• положений звеньев (координат осей шарниров и отдельных точек 
звеньев); 
• линейных скоростей отдельных точек звеньев и угловых скоростей 
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звеньев; 
• линейных ускорений отдельных точек звеньев и угловых ускорений 
звеньев. 
Исходными данными для кинематического исследования являются по-
стоянные геометрические параметры, определяющие кинематическую схему 
механизма. К ним относятся: длины звеньев, координаты неподвижных то-
чек и параметры, определяющие положение неподвижных направляющих. 
Кроме того, должен быть задан закон движения начального звена – кри-
вошипа, то есть угол поворота ϕ , угловая скорость ω  и угловое ускорение ε . 
Для большинства механизмов кинематическое исследование производится 
при постоянной угловой скорости const=ω  для ряда положений механизма 
при изменении угла поворота ϕ  кривошипа в пределах одного оборота. 
2. Методы кинематического исследования 
В настоящее время применяются графоаналитический и аналитиче-
ский методы кинематического исследования плоских рычажных механизмов 
второго класса. 
При графоаналитическом методе – методе планов – графические по-
строения планов механизма, планов скоростей и ускорений сопровождаются 
вспомогательными аналитическими вычислениями. 
Сущность аналитического метода заключается в том, что координаты, 
скорости и ускорения осей шарниров, углы поворота, угловые скорости и уско-
рения звеньев механизма определяются в виде аналитических выражений, кото-
рые содержат конечное число алгебраических и тригонометрических операций. 
3. Этапы кинематического исследования 
Кинематическое исследование плоских рычажных механизмов второго 
класса начинается с начального звена и затем выполняется при последова-
тельном рассмотрении входящих в механизм структурных групп звеньев 
(групп Ассуpа) в порядке их присоединения при образовании механизма. 
Исследование каждой группы состоит из ряда последовательных этапов. 
На подготовительном этапе определяют координаты, скорости и уско-
рения точек присоединения звеньев группы. 
Первый этап состоит в определении положения внутренней кинемати-
ческой пары группы и углов поворота звеньев группы. 
Второй этап – определение скоростей отдельных точек звеньев и угло-
вых скоростей звеньев. 
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Третий этап – то же для ускорений. 
При графоаналитическом методе кинематического исследования по-
ложения всех кинематических пар механизма в неподвижной системе коор-
динат и углы поворота звеньев определяются в результате измерений после 
построения кинематической схемы механизма в принятом масштабе. Анали-
тическое определение положения внутренней кинематической пары струк-
турной группы и углов поворота ее звеньев определяется преимущественно 
методом замкнутых векторных контуров. 
4. Векторные уравнения для определения скоростей и ускорений 
Независимо от того, каким методом производится кинематическое ис-
следование – графоаналитическим или аналитическим, для каждого звена 
следует записать векторные уравнения, основанные на известных из теоре-
тической механики теоремах, а именно: на теореме о распределении скоро-
стей (ускорений) при плоском движении твердого тела или на теореме о 
сложении скоростей (ускорений) при относительном движении двух тел. 
Первая теорема позволяет соотнести скорости (ускорения) двух точек 
на одном и том же звене (которое не является ползуном). Вторая устанавли-
вает соотношение между скоростями (ускорениями) двух соответственных 
(смежных) точек на ползуне и направляющей. 
 
а       б 
Рисунок 1 
Рассмотрим точки А и В на звене k, которое не является ползуном 
(рис. 1, а), и примем точку А за полюс. Тогда в соответствии с первой теоре-
мой для скоростей AV  и BV  точек А и В звена имеем: 
BAAB VVV += ,        (4.1) 
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где BAV  – скорость точки В во вращательном движении относительно точки 
А. При этом 
BAVBA ⊥  и kBABA lV ω= ,       (4.2) 
где BAl  – расстояние между точками В и А, а kω  – угловая скорость звена. В 
случае отрицательного направления угловой скорости kω  направление век-
тора BAV  будет противоположным указанному на рис. 1. 
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 будет противоположным указанному на рис. 1, а. 
Таким образом, зная направление тангенциального ускорения в точке В, 
можно определить и направление углового ускорения kε  звена k во враща-
тельном движении относительно точки А. 








BA la ω= .        (4.4) 







τ=ε r .        (4.5) 
Если звенья k и n образуют поступательную пару (рис. 1, б), то скоро-
сти двух совпадающих точек nA  и kA  на ползуне n и направляющей k связа-
ны уравнением: 
knAA VVV kn −+=
rrr





 – абсолютная скорость точки nA  на звене n, kAV
r
 – переносная ско-
рость точки kA  на звене k, knV −
r
 – относительная скорость движения звена 
ползуна n по направляющей k. 
Очевидно, за абсолютную скорость можно принять скорость звена k и 
уравнение (4.6) переписать, поменяв местами индексы n и k, то есть 
nkAA VVV nk −+=
rrr
.       (4.7) 
На основании теоремы сложения ускорений имеем: 
knknAA aaaa kn −− ++=







 – ускорения точек nA  и kA , являющиеся абсолютным и пере-
носным ускорениями; kna −
r
 – относительное ускорение звена n относительно 
звена k, направленное вдоль линии АВ; к kna −
r
 – кориолисово ускорение. Вели-
чина кориолисова ускорения 
knkkn Va −− ω= 2кr .        (4.9) 
По правилу Жуковского, чтобы определить направление вектора ко-
риолисова ускорения в плоских механизмах, следует повернуть вектор отно-
сительной скорости knV −
r
 на °90  по направлению переносного вращения. 
Как и в случае уравнения (4.6) для скоростей уравнение для ускорений 
(4.8) можно переписать, поменяв местами, индексы n и k. 
5. Графоаналитический метод кинематического исследования 
5.1. Графоаналитический метод кинематического исследования состо-
ит в построении планов механизма, планов скоростей и планов ускорений. 
План механизма – это графическое изображение взаимного расположе-
ния звеньев, соответствующее заданному значению обобщенной координаты 
механизма (то есть заданному положению начального звена механизма). 
Планом скоростей называется чертеж, на котором изображены векторы, 
равные по модулю и по направлению скоростям различных точек звеньев ме-
ханизма для заданного положения начального звена. Эти векторы имеют на-
чало в общей точке – полюсе плана скоростей. Полюс плана скоростей обо-
значается буквой p. Конец каждого вектора с началом в полюсе p снабжается 
малой буквой, соответствующей заглавному буквенному обозначению точки 
на плане механизма, скорость которой изображена этим вектором. 
Для плана ускорений может быть сделано аналогичное определение. 
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Полюс плана ускорений обозначают буквой π . 
Графические построения планов механизма, скоростей и ускорений 
производится при заранее выбранных масштабных коэффициентах. Мас-
штабным коэффициентом физической величины называют отношение чис-
ленного значения этой величины в свойственных ей единицах к длине отрез-
ка в миллиметрах, изображающего эту величину. 
Масштабный коэффициент обозначается буквой µ  с индексом, соответ-
ствующим обозначению физической величины. Так, масштабный коэффици-
ент длин для плана механизма есть отношение какой-либо длины в метрах к 
отрезку, изображающему эту длину на чертеже в миллиметрах. Например, 
AOlAOl =µ . Размерность масштабного коэффициента длин есть м/мм. 
Масштабные коэффициенты скорости и ускорения имеют размерности 
[ ] ммсм ⋅=µV , [ ] ммсм 2 ⋅=µa  соответственно. 
5.2. Построение плана скоростей (ускорений) для структурной группы 
второго класса представляется возможным, если известны скорости (ускоре-
ния) точек присоединения звеньев группы к механизму (то есть точек внеш-
них кинематических пар группы). Для этого следует записать систему вектор-
ных уравнений, определяющих скорость (ускорение) в точке внутренней ки-
нематической пары группы. Эти векторные уравнения основаны на теоремах, 
указанных в разд. 4. Построение плана скоростей (ускорений) группы заклю-
чается в графическом решении системы указанных векторных уравнений. 
Рассмотрим отдельные виды структурных групп второго класса. 
5.2.1. Пусть для группы с тремя вращательными парами А, В и С (рис. 
2, а) известны скорости в точках А и С (рис. 2, б). 



















       (5.1) 
Здесь и далее вектор, известный по величине и направлению, под-
черкнут двумя линиями, а вектор, известный только по направлению, 
подчеркнут одной линией, под которой написано это направление. 
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Поскольку левые части уравнений системы (5.1) одинаковы, то одина-










       (5.2) 
 
Рисунок 2 
Векторное уравнение (5.2) равносильно двум скалярным уравнениям. 
Следовательно, из этого уравнения можно найти две неизвестные величины 
BAV  и BCV . Эти неизвестные находятся графическим построением, представ-
ляющим равенство суммы двух векторов левой части уравнения сумме двух 
векторов правой части. Для этого из точки а проводим линию, перпендику-
лярную ВА, а из точки с – линию, перпендикулярную ВС. В пересечении 
этих направлений находится точка b – конец вектора искомой скорости точ-
ки В. Соединив точку b с полюсом р, получим вектор, изображающий ско-
рость BV
r
 (рис. 2, в). 
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После построения плана скоростей группы следует определить угло-











      (5.3) 
где Vµ  – масштабный коэффициент плана скоростей, BAl , BCl  – длины звень-
ев 2 и 3 соответственно. 
Направления угловых скоростей звеньев определяются с использова-
нием плана скоростей. Так, вектор 
→
ba , изображающей скорость BAV
r
, мыс-
ленно перенесем в точку В звена 2 и находим, что относительно полюса А 





, перенесенный параллельно в точку В звена 3 
плана механизма указывает на то, что звено 3 вращается против часовой 
стрелки. 
Пусть теперь для рассматриваемой структурной группы известны ус-
корения в точках А и С (рис. 2, г). 





























       (5.4) 
Величины нормальных ускорений определяются в соответствии с (4.4) 
2
2ω= BAnBA la ,    23ω= BCnBC la .      (5.5) 
Как в случае системы векторных уравнений для скоростей, левые части 
уравнений (5.4) одинаковы, значит, одинаковы и правые части. Поэтому неиз-
вестные величины тангенциальных ускорений τBAa  и 
τ
BCa  находятся графиче-
ским построением плана ускорений, представляющим равенство суммы век-
торов правой части первого уравнения из (5.4) сумме векторов правой части 





заны на плане ускорений с масштабным коэффициентом aµ  (рис. 2, г). Из 
точек а и с плана ускорений проведем лучи, параллельные ВА и ВС и на-
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правленные от В к А и от В к С, соответственно. На этих лучах отложим век-
торы 
→
1an  и 
→










BAaan µ=1 ,   anBCacn µ=2 .      (5.6) 
Далее через точку 1n  проведем линию, перпендикулярную ВА, а через точку 
2n  – линию, перпендикулярную ВС. Точка пересечения этих линий заверша-
ет графическое построение равенства сумм правых частей системы (5.4). Так 
как каждая из этих сумм векторов равна ускорению в точке В, то, соединив 
на плане ускорений общее начало π  векторов →πa  и →πc  с указанной точкой 
пересечения, находим вектор 
→πb , изображающий ускорение Bar . Векторы 
→
bn1  и 
→
bn2  изображают тангенциальные ускорения 
τ
BAa  и 
τ
BCa , величины ко-
торых будут 
aBA bna µ⋅=τ 1 ,   aBC bna µ⋅=τ 2 .      (5.7) 
После построения плана ускорений группы определяются угловые ус-
корения звеньев 2 и 3: 
BABA la
τ=ε2 ,    BCBC laτ=ε3 .      (5.8) 
В соответствии с направлениями векторов 
→
bn1  и 
→
bn2 , перенесенных в 
точку В звеньев 2 и 3, определяются направления угловых ускорений 2ε  и 3ε . 
5.2.2. Менее подробно рассмотрим остальные виды структурных групп 
второго класса, ограничиваясь записью 
систем векторных уравнений для скоро-
стей и для ускорений, определяющих 
скорость и ускорение во внутренней ки-
нематической паре, представляя наиболее 
часто встречающиеся случаи соединения 
внешних кинематических пар групп с ис-
ходной кинематической цепью. 
Пусть группа звеньев 2–3 с двумя 
вращательными кинематическими парами 
и одной внешней поступательной парой 















 в точках 





=Car , так как ползун 3 перемещается по стойке 0. 
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     (5.11) 
где 
32 CC aa















     (5.12) 
Величина вектора нормального ускорения nCBa
r
 известна, так как находится 
после определения угловой скорости 2ω  в результате построение плана ско-
ростей по формуле 22ω= CBnCB la . 
5.2.3. Для группы звеньев с двумя внешними вращательными кинема-
тическими парами и внутренней поступательной парой (кулисная группа, см. 










 в точках В и 2A  
внешних пар группы, причем 0=BV
r
, 0=Bar , так как точка В принадлежит 
стойке. 
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Система векторных уравнений для 
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         (5.14) 
решение которого относительно величин 23−V  и ABV  находится графическим 
построением плана скоростей группы. 



















































    (5.16) 
решение которого относительно величин 23−a  и 
τ
ABa  находится графическим 





Направление вектора кориолисова ускорения к 23−a
r
 определяется по 
правилу Жуковского Н. Е. (см. п. 4), а его величина находится после опреде-
ления угловой скорости 3ω  в результате построения плана скоростей по 
формуле 233
к
23 2 −− ω= Var . Направление нормального ускорения nABar  соответст-
вует направлению от А до В (рис. 4), а величина 23ω⋅= ABnAB lar , причем ABl  
приходится  находить по формуле lAB ABl µ⋅= , где АВ – расстояние от А к В 




5.2.4. Рассмотрим группу из двух 
звеньев 4 и 5 с внешними поступательными 
парами и внутренней вращательной парой 
(рис. 5). Пусть ползун 5 перемещается по 
неподвижной направляющей. Известными 
являются скорости и ускорения точек 3C  и 




















=Car . Известна также угловая скорость 
43 ω=ω  звена 3, к которому присоединен ползун 4. 























     (5.17) 
Левые части уравнений (5.17) равны, так как точки 4C  и 5C  совпадают. По-
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 производится путем графического построения плана ускорений группы. 
Направление кориолисова ускорения к 34−a
r
 определяется по правилу 
Жуковского Н. Е. (см. п. 4), а его величина находится по формуле 
343
к
34 2 −− ω= Var , где – 3ω  – угловая скорость звена 3, с которым звено 4 
составляет поступательную пару. После построения плана ускорений группы 
определяется и скорость 
54 CC VV
rr = , которая очевидно направлена 
параллельно неподвижной направляющей звена 5. 
5.2.5. Рассмотрим пятый вид 
структурной группы звеньев 4 и 5 второ-
го класса – группу с двумя поступатель-
ными и одной внешней вращательной 
парой (рис. 6). Ползун 5 перемещается 
по неподвижной направляющей 0. Из-
вестными являются скорости и ускоре-
ния точек присоединения внешних ки-
нематических пар 
34 CC VV
rr = , 
34 CC aa
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aaC −− =+ rr
r










ляются из построения плана скоростей по уравнению (5.22) и плана ускоре-
ний по уравнению (5.24). 
6. Правило подобия для планов скоростей и ускорений. Пример 
кинематического исследования плоского рычажного механизма 
6.1. При кинематическом исследовании, кроме определения скоростей 
и ускорений осей шарниров или сходственных им точек, обозначенных оди-
наковыми буквами с индексами, соответствующими номерам звеньев, кото-
рые на плане механизма перекрыты этими шарнирами, необходимо опреде-
лить скорости и ускорения ряда других точек звеньев – точек присоединения 
следующих структурных групп, а также точек, обозначающих центры масс 
звеньев и др. Для этого применяется следующее правило подобия. 
Если три точки принадлежат звену, совершающему плоское движение, 
и образуют треугольник, то этот треугольник будет подобным треугольнику, 
образованному одноименными точками на плане скоростей (ускорений), 
причем последовательность обхода вершин этих треугольников (по стрелке 
или против часовой стрелки) должна соответствовать одинаковой последо-
вательности их буквенных обозначений.  
6.2.1. Кинематическое исследование графоаналитическим методом на 
примере шестизвенного механизма второго класса, кинематическая схема 
которого приведена на рис. 7, а. 
Размеры начального звена OAl  и расстояния 3BSl , определяющего по-
ложение центра масс 3S  звена 3, а также координаты Bx , By  неподвижного 
шарнира B и Cy  – точки С неподвижной направляющей ползуна 5 заданы в 
метрах. На чертеже кинематическая схема – план механизма – изображается 
для заданного угла 1ϕ  поворота начального звена 1 в миллиметрах с мас-
штабным коэффициентом длин lµ , который как правило, принимается по 
размеру ОА звена 1, то есть OAlOAl =µ  м/мм, где ОА = 25–50 мм. Осталь-
ные размеры на плане механизма находятся по формулам: 
lBSlBS µ= 33 , lBB xx µ= , lBB yy µ= , lCC yy µ= , 
17 
где Bx , By , Cy  – координаты точек С и В в миллиметрах. 
 
Рисунок 7 
Перед построением планов скоростей и ускорений строится структур-
ная схема, с целью определения 
структурных групп и последователь-
ности их присоединения при образо-
вании механизма (рис. 8). 
Как следует из структурной 
схемы, первой структурной группой 
является группа звеньев 2 и 3, второй 













ответствует показанному на рис. 4, второй – на рис. 5. 
6.2.2. Построение плана скоростей начинается с выбора масштабного 
коэффициента ммсм, ⋅µV  и определения вектора 
→




 точки А начального звена механизма – кривошипа. Скорость 
112 ω== OAAA lVV , где 1ω  – угловая скорость кривошипа, которая находится по 
заданному числу оборотов 1n : 3011 nπ=ω . Тогда на плане скоростей 
VAVpa µ= 22 . 
Выбрав произвольно положение полюса р плана скоростей, строим 
вектор 
→
2pa  перпендикулярно к ОА в направлении, соответствующем на-
правлению угловой скорости 1ω  (рис. 7, б). Рядом с обозначением полюса 
плана скоростей записывается буква b, так как точка В на плане механизма 
принадлежит стойке. 
Для дальнейшего построения плана скоростей записывается система век-
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       (6.2) 




 на плане скоро-
стей производится с учетом (6.2) по правилу суммирования векторов. Через 
конец вектора 
→
2pa  проводится линия параллельно АВ, а через начало этого 
вектора – полюс р – проводится линия перпендикулярно АВ (рис. 7, б). Обо-





, а вектор 
→
3ba  – скорость ABV
r
. Вместе с тем, из вто-
19 
рого уравнения системы (6.1) видно, что вектор 




 точки 3A  звена 3. 
Точки 3s  и 3c  на плане скоростей находятся путем применения прави-
ла подобия (п. 6.1). Для этого на отрезке 3ba  плана скоростей отметим точку 
3s  на расстоянии BABSbabs 333 ⋅= . Размер 3ba  принимается с плана скоро-
стей, размеры 3BS  и BA  – с плана механизма. Затем строится треугольник 
33bca , подобный треугольнику АВС на плане механизма, и здесь также 
BABCbabc ⋅= 33 . Вектор 
→
3pc  изображает скорость 
→
3CV  точки С звена 3. 
Система векторных уравнений для скоростей второй структурной 






















                 (6.3) 
Так как 
54 CC VV




VVC 05343 −− =+
rrr
.       (6.4) 
Для изображения этого равенства на плане скоростей через точку 3c  вектора 
→
3pc  проводится линия параллельно ВС, а через точку р – линия, параллель-
ная Ох. Вектор с концом в точке пересечения этих линий и с началом в по-
люсе р изображает скорость 05−V
r
, а значит и скорость 
5CV
r
 (в силу второго 
уравнения системы (6.3)). Поэтому в этой точке плана скоростей ставится 
буква 5,4c  (рис. 7, б). 
После построения плана скоростей механизма следует определить ве-
личину скорости выходного звена 5: VC pcV µ⋅= 55
r
, а также угловую ско-
рость 3ω  звена 3: ( )lVABAB ABbalV µ⋅µ⋅==ω 33 . Направление угловой ско-
рости 3ω  определяется с помощью плана скоростей в соответствии с направ-
лением вектора 
→
ba3  (рис. 7, б), мысленно перенесенного в точку 3A  плана 
механизма. 
20 
6.2.3. Для построения плана ускорений выбирается масштабный коэф-
фициент ммсм, 2 ⋅µa  и определяется величина вектора 




 точки 2A  звена 2. Ускорение 
2
112 ω== OAAA laa . Тогда 
aAaa µ=π 22 . 
После произвольного выбора положения полюса π  плана ускорений 
строится вектор 
→π 2a  параллельно ОА в направлении от А к О (рис. 7, в). В 
полюсе плана ускорений рядом с буквой π  отмечается и буква b , так как 
точка В на плане механизма принадлежит стойке. 
Система векторных уравнений для ускорений первой структурной 
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232 .      (6.6) 





ются по формулам 
233
к
23 2 −− ω= Va , 
2
3ω⋅= ABnAB la . 
Направление кориолисова ускорения определяется по правилу Жуковско-
го Н. Е., то есть находится поворотом на °90  относительной скорости 23−V
r
 
по направлению угловой скорости 3ω . Нормальное ускорение nABar  направле-
но параллельно АВ от А к В. 
Сумма векторов, изображающих ускорения левой части уравнения 
(6.6), строится на плане ускорений. Первый вектор 
→π 2a  определен выше; ве-
личина второго вектора aaka µ= −к 2312 , мм (рис. 7, в); для третьего вектора 
через конец второго – точку 1k  проводится прямая линия, параллельная АВ. 
21 
Построение суммы векторов, изображающих правую часть уравнения (6.6), 
начинается из начала первого вектора левой части, то есть из точки b . Вели-
чина первого вектора a
n
ABabn µ= , мм. Для второго вектора проводится 
прямая линия через точку n  перпендикулярно АВ. Точка пересечения этой 
линии с линией, проведенной через точку 1k , определяет на плане ускорений 




. Поскольку каждая из сумм 
векторов уравнения (6.6) равна ускорению 
3Aa
r
 в точке 3A , то вектор 
→→ =π 33 baa  на плане ускорений изображает это ускорение (рис. 7, в). 
Определение точек 3s  и 3c  на плане ускорений производится путем 
применения правила подобия аналогично тому, как это было показано при 
построении плана скоростей (рис. 7, в). 




























       (6.7) 
Так как 
54 CC aa
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34 2 −− ω= Va , а направле-
ние определяется поворотом вектора 34−V
r
 (см. вектор 
→
43cc  на плане скоро-
стей, рис. 7, б) на °90  по направлению угловой скорости 3ω . Векторы 
→
23kc , 










После построения плана ускорений следует определить угловое уско-
рение 3ε  звена 3 механизма. Тангенциальное ускорение τABar  в точке А зве-
на 3 изображается на плане ускорений вектором 
→
3na , поэтому aAB naa µ⋅=τ 3 , 
22 
а угловое ускорение laABAB ABnala µ⋅µ⋅==ε τ 33 . Направление углового 
ускорения находится с помощью плана ускорений в соответствии с направ-
лением вектора 
→
3na , мысленно перенесенного в точку А плана механизма. 
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